Visite du coté de la physique Théorique
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Avant propos

Tres chers lecteurs bonjour, voici un « nouvel article », relativement technique, abordant tres
légerement la physique théorique. Alors musicien d’eau douce, « c’est assez marrant » de prendre
conscience, amateur, autodidacte, un jour comme ¢a en échangeant avec d’autres, qu’il existe une
logique derriere tous les accords qu’on arrive péniblement a poser, puis aux suites de notes qu’on
esquisse au dessus pour theme. Cette logique initialement intuitive, par 'oreille, la mélodie, le rythme, ...
I’harmonie se pose sur le papier en une multitude de situations particuliéres qui peu a peu se déduisent
les unes des autres pour se réduire en substance a des concepts unifiés.

Nous le disions dans le premier document, la musique c’est aussi de la physique, et cette activité est
particulierement pertinente. C'est pour ma part une tres belle construction de la pensée humaine. Elle
reste toutefois avant tout une activité de modélisation et de confrontation au réel, « Feed back
permanent», on peut dire que c’est essayer de voir le monde par le haut tout en étant en bas, et
pleinement conscient de cette place.

Les mathématiques sont cette forme « de langage universel » a partir duquel on exprime de plus en plus
le comportement du monde réel. L’approche « est trés carrée », parfois presque austere, cela commence
par la définition d’objets abstraits, puis a I'’énoncé d’un ensemble de propriété et a la démonstration de
ces propriétés. Et ca marche bien par trois, I'objet, des énoncés, des preuves. Les mathématiques sont le
fruit de I'activité humaine, elles aussi portent une trés belle construction, mais elles aussi ne sont ni
exhaustives ni parfaites dans leur contenu.

Et des maths il va y’en avoir pas mal dans ce document, ce qui en pénalisera malheureusement la
lecture, 'important il me semble était, a un moment, de poser sur le méme papier, dans un continuum,
cette idée quelque part fédératrice qu’est le principe de moindre action, de I'exprimer
mathématiquement et d’en observer quelques applications.

Alors amis des guitares saturées, et des autres d’ailleurs, et plus généralement de la musique dans toute
son épaisseur, a vos crayons, vos craies, ...vos tableaux, je vous souhaite une tres bonne lecture.

Franck



Introduction

Nous savons que les sciences physiques ont pour objet la matiére, sa structure, ses propriétés et
son évolution. C'est avant tout une activité expérimentale. Toutefois I'expérience produisant des
nombres (par le biais de mesures de grandeurs), puis par I’étude des corrélations entres grandeurs, avec
toujours pour objectif celui de comprendre mais aussi de prédire (au sens de I'ingénieur : de
dimensionner). Cela débouche sur des concepts, des théories et se prolonge naturellement par des
mathématiques.

La physique théorique est cette discipline particuliere. Elle compléte la physique appliquée de
descriptions formelles exprimées dans « le langage » des mathématiques. Elle constitue un outil parfois
particulierement pertinent permettant I'établissement de théories sur des objets difficilement
observables pour deux raisons au moins, pour la premiére leur nature et pour la seconde les limites des
techniques expérimentales de I'époque ou elles sont produites. Ce que I'expérience ne nous montre pas
encore, des structures mathématiques nous y invitent par certaines « conjectures » qui n’attendent que
confirmation par la confrontation au réel, a I’expérience. C’'est ce constant aller et retour qui constitue
les sciences physiques et plus globalement toute activité scientifique.

Alors quand on pense a la physique Théorique il nous vient classiquement deux grandes théories. La
premiere résulte d’'un formidable travail de synthese ayant débouché sur « une physique nouvelle », dite
moderne, propulsée par les publications d’Albert Einstein au début du 20 lléme siécle au sujet des
théories de la relativité et de la gravitation. Pour la seconde c’est par exemple la découverte de I'anti
matiére par Dirac manipulant les mathématiques constituant la Mécanique Quantique. La physique
Théorique est toutefois antérieure a ces deux théories, la mécanique dite classique a été formalisée par

ieme

Lagrange puis Hamilton au 19™™ siecle. Traiter la physique sous la forme d’une axiomatique « et a

coups » de théoréemes et de démonstrations, comme une branche des mathématiques...

Nous proposons d’orienter cet échange de la maniere suivante. Une introduction préalable a quelques
notions de calcul des variations (calcul des dérivées des intégrales des développements en série) que nous
illustrerons bien entendu de quelques exemples. L'objectif ici étant de fournir le minimum des outils
mathématique davantage vue sous I'angle du praticien que du théoricien.

Ensuite nous poserons quelques problémes de variations. Le premier par exemple, emprunté a
Maupertuis, celui de dire que I'évolution d’un systéme sans contraintes se fait en minimisant une
certaine fonction. En bref I’évolution libre d’un systéme est économique au sens d’une fonctionnelle
dont on cherche le minimum (une fonctionnelle qui dépend des variables de position et de vitesses). Nous
verrons que ce principe aboutit a des principes importants en mécanique comme le principe
fondamental de la dynamique, la conservation de I'énergie, la conservation du moment cinétique. A titre
d’illustration nous déterminerons I'équation de trajectoire « des systémes planétaires ». Mais aussi aux
équations de la relativité restreinte et de I'électromagnétisme. Nous ne le faisons pas mais on pourrait



en introduisant des variables d’impulsion et de position duales établir certaines équations des milieux
continus, conservation de la matiere, de la charge etc.

Le second probleme des variations aura pour objet d’introduire davantage la structure géométrique dans
les relations physiques. Nous y rencontrerons de maniére superficielle des géométries non Euclidiennes.
Nous déterminerons I'équation générale des chemins de plus courte distance. Nous remarquerons que
les deux problémes de variations précédents (recherchent de trajectoire de systemes libres et recherche
des géodésiques) menent a des équations similaires ce qui invitera a penser que les systémes libres se
déplacent sur les chemins de plus courte distance. En étudiant a nouveau le cas des systemes planétaires
nous tenterons sans succes d’intégrer dans la métrique (dans la géométrie) des éléments liés a I'énergie
de maniére a voir si la gravitation ne serait pas une propriété de I'espace. C’'est ce genre d’idée qui
effleure la théorie moderne de la gravitation. Nous reprendrons toutefois le sujet de maniére moins
intuitive en fin de document sans toutefois entrer dans le détail de la théorie de la relativité générale
nécessitant a elle seul le développement d’un outillage mathématique bien trop riche pour un tel
document.

Nous donnerons des formes particulieres au Lagrangien (qui constitue la « fameuse » fonction de col(it) et
établirons la célebre loi de I'induction magnétique (loi de Lentz) en bref ce qui permet la production
d’une grande partie de I'énergie électrique de nos civilisations. Mais dans un registre plus léger, c’est
aussi ce qui permet d’avoir des guitares électriques. Nous ferons une petite pause a cet endroit, quand
méme.

A I'issu nous nous intéresserons aux lois de composition des vitesses et rappellerons pourquoi la loi de
composition des vitesses de Galilée est insuffisante. Nous parlerons de la lumiére. De son étrange
comportement. Un objet conceptuellement déroutant et d’une richesse sans limite ... que I'on soit
physicien mystique croyant ou athée ... la lumiéere c’est quelque chose. Nous aborderons les bases de la
mécanique relativiste établirons les bonnes relations de transformations lors du passage d’un référentiel
a un autre. Nous verrons que cette loi de transformation laisse invariantes les équations de propagation
des champs électromagnétique (la lumiere).

A partir de cela nous chercherons I'expression d’un Lagrangien invariant par changement de repére et
découvrirons une autre réalité, celle que la masse et I'énergie « sont deux aspects complémentaires
d’une méme réalité »...

Nous terminerons par un calcul simplifié invitant a penser que la gravitation influence I'écoulement du
temps. Evoquerons la métrique de schwartzchild qui intégre le champ de gravitation et les trous noirs.

Ne nous trompons, pas, il s’agit ici d’un travail de vulgarisation et non un cours de physique théorique.
De trés bons ouvrages sont proposés en fin de document.



Principe des variations

Nous I'avons évoqué déja par deux fois, les mathématiques constituent le ciment de la physique
théorique. Nous proposons donc de commencer par un rapide rappel d’objets issus de cette riche
discipline qui seront utiles par la suite. La mécanique s’intéresse a la trajectoire des systémes. Une
trajectoire est un chemin dans un espace donné (droite, plan, espace, hyper espace ...). La vitesse
caractérise la variation de position dans le temps et I'accélération la variation de la vitesse dans le temps.
La force, au sens classique, est un effet qui provoque un changement de vitesse.

Ces quelques remarques sont intéressantes. Notons r (vecteur d’un espace donné) la position, la vitesse

par’r et supposons que F=fr, Tj. Ayant noté " Vaccélération. Alors la donnée de la position, de la

vitesse et la fonction f (liée au contexte) permet de connaitre la dynamique du systéme. L’expression
F=flrr) ressemble étrangement au principe fondamental de la dynamique non ?

Bref nous le sentons bien, il va étre souvent question d’études de variation. Ce sujet est traité depuis
plusieurs siecles par les physiciens et les mathématiciens.

Tout comme « un train peu en cacher un autre », une grandeur physique peut dépendre d’une autre.
Cette dépendance se traduit mathématiquement par une application d’'un ensemble vers un autre.
Travaillant avec des nombres, I'objet mathématique souvent rencontré est une fonction d’une variable

rEDCR— f(x)ER

Une fois que I'on sait bien traiter le probléme des variations d’une fonction d’une variable on peut tenter
la généralisation a plusieurs variables. Aux véritables mathématiciens, nous précisons que ce document
n’est pas rédigé avec la rigueur technique du domaine. C’'est davantage dans I'esprit de « l'utilisateur
amateur » que nous présentons les choses.

Du taux de variation a la dérivée
La premiére initiation au calcul de variations en milieu scolaire Francais se faisait en classes de seconde,
de mémoire, aprés avoir introduit la géométrie analytique et les équations de droites, fut introduit le

calcul du taux de variation. Le calcul d’une variation de f autours de Xo est défini de la maniére suivante :
flxg+ éx) — flxg) = 6f (xq)

. ; — . . X
Le rapport des accroissements, nomme taux de variation, au voisinage de ™%

8f(xo) _ flxo+ 8%) — flxo)

X Ox

Nous définissons la fonction dérivée comme limite du taux de variation de la maniére suivante :



flxg+8x) — flxg)

&y

) — 1'
f'(xo) Frony

X . . . . . ox
Si % est solution alors le signe du rapport d’accroissement est celui du signe “*.

On montre sans difficultés que cette limite est la pente de la droite tangente a la courbe au point
(x0,f(x0)). La dérivée porte une information intéressante sur la nature de la variation de la fonction, par
exemple lorsque celle-ci est positive la courbe est croissante (x<y = f(x)<f(y)) et lorsqu’elle est négative
alors elle est décroissante (x>y = f(x)<f(y)). Et lorsqu’elle est nulle ? .... Elle est constante.

Les polynGmes jouent un rble particulier, intéressons nous au calcul de la fonction dérivée (peut étre vu
comme un opérateur linéaire appliquant I'espace des fonctions vers lui méme), d’un monéme :

fix—x™

Une variation de f autours de x d’amplitude h s’écrit :

[
flx+h) —flx)=(x+h)"—x"= E CERPX™P — x7
p=0
n! !
— 0 1 n—1p 4 ... _ P _ 1_ _
= O™+ Cha™ ot vk CEI = 7,C) = o = Ch = e =

nl=nln—1)n-2)..321

Rappelons que nous notons : avec 0!=11=1.
D’ou
fle +h) - flx)

nx™ 1+ hT(x, h)

h
Le second terme tend vers zéro quand h tend vers zéro. Nous en déduisons que :
(x™) =nx™?
Considérons a présent deux fonctions f et g puis la fonction z :

zix = z{x) = flx)g(x)

fle+h)glx +h) — flx)g(x) = fx + h)glx +h) — Fldglx +h) + fla)glx + h) —
F00g00) = gl + W)(fx + 1) = (D) + F(x)(glx + h) = g(x) )

Ainsi en passant a la limiteon a :

(fg)' =fg+yg'f

Considérons a présent la fonction composée :



y(x) = fg(x))
Flalx +m)) = F(g(0) + hg'(¥) = Fg()) + hg" ) F (g (x))

Donc

(fog) = g'(x)f'(g(x))
Nous utiliserons aussi la propriété suivante (sans démonstration):

p € Q,uf) = puur?
Nous noterons f’ la dérivée de f, f”’ la dérivée de f' et ainsi de suite.
De la dérivée a l'intégrale de Riemann

Considérons une fonction g dont nous cherchons a calculer I’aire entre I'axe des abscisses et la courbe
représentative dans le plan.

Pour faire ce calcul on peut définir une suite de rectangles N de largeur fixe, I'aire s’approche ainsi par :

M—=1

Ala, b,N) = Z g{x?,}é-‘x, dx =

p=0

b—a
N KXo =a, Xy, =Xg +pix, xy 1+ dx =D
Nous adoptons la notation :

=

Ala ) = f 9(x)dx = lim A(a,b,N)
N-—#*og

Ll

Au passage nous remarquons qu’au voisinage d’un point, I’élément de surface est :

Alx,x +dx) —dA(x,x) =dA(x) = glx)dx
Ainsi A peut étre considérée comme une fonction dont g est la dérivée.

De l'intégrale de Riemann a I'approximation polynomiale des fonctions au
voisinage d'un point (Formule de Taylor-Lagrange)

Nous allons voir que Mr Lagrange a eu une contribution toute particuliere en physique théorique. Pour le
moment considérons la suite réelle:

By _ )k
R, = j %f':k"'ﬂ(x}dx

flm

Notons que nous représentons le résultat de n dérivations successives d’une fonction par



Partant de la formule de dérivation (ou régle d’intégration par partie — nous en ferons multiples usage
dans la suite):

(ur)' =u'v+ wr'

On trouve :

Brp — k-1 —alk .
O k- [ %f'ﬁ(x}dx L s,

o

B—- k
Ry, = [—( k!x}

Cette formule, en sommant terme a terme permet d’écrire :

T _ k )
f(b) = fla) + Z % F%)a) +R,
k=1

Partant du théoreme de la moyenne :
.l B
Ac € [a,b] tq flc) = mj Flx)dx

On peut montrer que :

(b —_ I:r}i'{+1

3o € [a,bltg Ry = F¥(a) P

En effet considérons f et g deux fonctions continues entre a et b.
B n—1
Ha, by = j Fx)g(x)dx = ?211'_}1{.15,“_‘?,2 = Z figd; ,xg=a,x; =x;_4 +d;
a i=0

On peut appliquer le théoreme de la valeur moyenne sur une tranche du maillage :

fla) = di .HLf(xjdx ,on pose f; = fla;)
Ainsi :
n-1 n-l s
Zﬁgidi=23ij Flx)dx
=0 i=o ¥

Posant :



j N dx = Flxus) — FG) = Fuay — F

i

On trouve :
n—L
Sp= Z 9:(Fs1— F) =goR —goFo + g1F2 — 1B + §2F5 — g2F2 + -+ gn—1Fy — Gn-1Fa—1
=0

Ainsi :
FR=F=0=25,=R{go—g1)+ -+ Fu_1(@n-2— Gn-1)

F étant continue entre a et b elle atteint une valeur minimale | et une valeur maximale S, d’autre part

{J':?*p - J':?*p+1J'

nous supposons g non croissante ainsi le signe de est >=0 nous avons :

Z(Qi—l - Q:’} F =1 Z(Q:‘—:L - .Qz'} = gol
De méme :

Z(Qi—i—gi}ﬂ = 52(3:‘—1— 8i) = goS



Posant :

Fla,)=1etFla.) =5

Et en passant a la limite :
goFle;) = Ia, b) = ggFla.)

De par la continuité de F on peut trouver :

o € [a, bltgl{a,b) = F(Q}J‘ug(x}dx

Appliquons cette propriété a R il vient :

) (b — a)k¥1
B, = fFiMig———<
e =T
Ainsi le reste est bien négligeable devant les termes d’ordre supérieur :

E
S 50, Re~o((b — )T

k

Recherche de points maximums et minimums
Nous considérons une fonction f et sur un domaine de son ensemble de définition nous cherchons les
points qui annulent sa dérivée (la ol la fonction est ponctuellement constante).

La formule de Lagrange donne :
ARG
flx +8x) =flx) + ) —8&x" +o(8x™])
il
=1

Ce qui donne au deuxiéme ordre :

2

£l +6x) = £00) = £+ £7() o
Dans ce cas:
Flx +8x) — f(x) = f"(x) %

f'{x)=0

que f en x atteint un minimum.

8F(x) =0

Supposons alors ce qui signifie que tout accroissement de f de x est positif et donc



L 2]
Supposons frx) <0 alors 8flx) <0 ce qui signifie que tout accroissement de f de x est négatif et

donc que f en x atteint un maximum.

Il est clair que I'intégrale et la dérivée sont deux opérateurs linéaires appliquant des espaces de fonctions

vers d’autres.



Quelques exemples de recherche d’optimum
Nous allons donner quelques exemples simples de recherche d’optimums

Recherche du cylindre de plus grand volume contenu dans un céne
Illustrons cela a I'aide d’'un exemple, dans un céne de base de rayon R et de hauteur H on cherche le
cylindre de plus grand volume qu’on peut placer au dedans:

x H-vw

2
mx*y=vix),—=——
) (jR H

Donc:

- -
i i

- 2 R 2
(HL _ EH}' + }?‘}}'1_1 -E_-:l"(}-‘jl = ﬂ:Hz (H‘ —_ 4‘H}' + 3}"2}

R
v(y) = 7

A= 16H* — 12H® = 4H*

_4HF2H H

Y 6 3

Ainsi le cylindre de plus grand volume contenu dans le cone de hauteur H et de rayon R a une hauteur du
tiers de H.

Recherche du cylindre de plus grand volume contenu dans une spheére
Le principe est le méme, la symétrie du probléme suivant deux axes nous permet de considérer le
probléme réduit au quart de cercle.

Sur cette portion, le cercle de rayon 1 (en excluant le point d’abscisse 1) a une représentation analytique
de la forme:

—_—
vix) =1—x7
D’ou le volume du cylindre :

Vi) =vixnxr® =ax*/1—x*

On peut dériver :

2

p—— 2x 2xm . 1 xm 1
Viix =TT(2:X.'\.'1—:X."— ) ( —x? )

= | = = = ———(—x%)
W1—-x% A1-—x* Yi—x2 2

On trouve :



Ce nombre est remarquable, il ne peut étre écrit, c’est un nombre irrationnel ... mais ce n’est pas le
propos aujourd’hui...



Recherche de I'angle de tir envoyant un projectile le plus loin dans un champ de pesanteur
constant

Ici nous calculons I'équation de trajectoire d’un projectile lancé dans un champ de force vertical et
constant (assimilé au champ de pesanteur terrestre par exemple) et on cherche I'angle de tir qui enverra
le projectile le plus loin (toute force de résistance négligée). Nous utilisons dans cet exercice classique le
principe fondamental de la dynamique classique. La somme des forces (ici la seule pesanteur, tout
frottement étant négligé) fait varier la vitesse.

Trajectoire :

X
= 17 r=—- r=10
{};E —0 _ x(t . Vgal _ Voe _ ¥
= — () = =S t% +wg,t x 2 x=0——=tan(&
g y(t) 5 Yy (%) = 8 (_) + tan{a) x 2 Vg (a)
2 Vi
Ou encore :
2v%cosHo)sin (&)  2v?coslo) sinf{a) 2
gﬂ y=tan(a) = x = = = —zin(2a)
205, geos(a) g g

Ainsi le point de chute est :

14 T
o) = Esin(z o), atteint pour a = 1

Extension aux fonctions de plusieurs variables
Pour les fonctions de plusieurs variables on procede de la méme maniére mais variable par variable, on
introduit ainsi la notion de dérivée partielle :

xl, 2™ = fxt,x™)

a FGL o x™) = lim Flaed o x® 4 8x%, Lox™) — flxd o x%, L, x7)
fxk o 5xX50 Bxk

Ainsi un accroissement au premier ordre se calcul par:

I=n a
Sf(xt, .., x") = Zﬁf(xl,...,x”}é‘xk
i=1



Pour alléger les notations nous noterons :

Nous allons traiter a titre d’exemple la recherche de la droite dite de régression linéaire. Dans un cadre
général, on dispose d’'un ensemble de N mesures faites sur K parametres (des paramétres prélevés par
exemple sur des échantillons de produits réalisés sur une chaine de production micro électronique,
mécanique, pharmaceutique ou autre) . Ces mesures donnent un nuage de points dans un hyperespace
donné de dimension K. Chaque point est donné par :

M(xpi = 1K)}

Nous cherchons la fonction f qui passe au plus proche de tous ces points. On se place dans le cadre d’une
géométrie Euclidienne ainsi I'écart quadratique moyen est donné par :

_f; = f(—xlv-ka—l)

1] .
E(fj = E*\}Z(ﬂ:k,u - -T'-K,uj

Ou nous avons accentué la valeur « théorique », la valeur non accentuée est la mesure vraie.
On cherche alors la fonction f qui minimise le critere epsilon.

On peut faire dans la complexité en supposant f de forme polynémiale d’ordre P :
fx) = Zﬂpr" e X

On injecte alors cette expression dans le critére epsilon et on dérive par rapport a chaque coefficient a.

Sur un plan pédagogique on peut faire mieux ... simplifions en nous plagant dans un plan, les variables
sont notées (x,y) et la fonction recherchée est linéaire :

y=flx) =ax+b

1]
gla,b) = i JZD-‘;{ —ax, — b)°

Reste alors a résoudre le systéme d’équations

doe=0dye=10



Autres exemples de recherche d’optimum
Nous donnons d’autres exemples de calcul de variations a la recherche d’optimum dans des situations
physiques afin d’introduire le principe de moindre action (a la base de la mécanique Lagrangienne).

Loi de I'optique géométrique
Si on regarde la loi de I'optique géométrique dite de la réfraction, cette loi énonce que lorsqu’un rayon
de lumiére arrive sur une surface séparant deux milieux d’indice n1 et n2 alors on a la relation suivante :

—

n, sinli,) = n,sin {i;)

Cette loi issue de Descartes ne satisfaisait pas, dans sa démonstration, le mathématicien Francais Fermat
qui en chercha une autre plus rigoureuse (selon son avis).

Il énonga un principe de la forme « la lumiére va d’un point a un autre suivant un chemin qui minimise le
temps ». Exprimons mathématiquement le temps mis pour aller d’'un point A a B en passant par H (point
de rencontre de la lumiére situé sur la frontiére entre les deux milieux) (intuitivement nous disons que la
ligne droite est le chemin qui relie deux point le plus court et donc la trajectoire qui minimise le temps —
nous démontrerons cela un peu plus loin dans ce document).

(2 + 0u —¥)" = (mty)"

(x5)?* +(vg — ) = (naty)*

=

d (J(xﬂ}u 0=, JOs) + O —y}ﬂ) i

Si on fait le calcul :

(¥a —¥) + (yg —¥)
iy (x4)° + 0 —¥)°  ngyf/(x2)°+ (s — ¥)°

Et donc le sinus étant le rapport entre le coté opposé a I'angle et I’hypoténuse on a bien :

1 5infiy) = nasin {i5)



C’est quelque chose de remarquable, « la lumiéere va d’un point a un autre suivant un chemin qui
minimise le temps ». Naturellement et sans contrainte les systemes se meuvent sur des chemins qui
minimisent le temps. Le calcul ci-dessus est tout a fait valable dans le contexte estival suivant. Un ballon
dans un lac, pas de vent pas de courant, vous étes sur la plage, nous savons maintenant a quel endroit
pénétrer dans I'eau pour aller chercher le ballon plus vite...

Recherche de trajectoire de moindre temps

On se pose maintenant un autre probléme, tout aussi classique que le premier. Dans le champ de
pesanteur deux points A et B, A au dessus de B. Trouver le chemin liant A a B qui minimise le temps mis.
En bref le toboggan le plus rapide. Ce n’est pas la ligne droite, ici il y’a la contrainte du champ de
gravitation. Pour répondre a cela nous faisons appel a la physique et supposons qu’au long du chemin il
n’y a pas de frottements (en bref conservation de I’énergie mécanique).

Deux énergies se compensent, |'énergie cinétique et I'énergie potentielle. Pour la seconde nous la
prenons nulle en B. Nous avons alors assez aisément :

1 dsy”
Em(—) +mgy =mgy,

dt

Soit encore
dx?(1+ (3—5‘) )
= =2g(ya—»)

dt? 4

D’ou :
gt = |————dx
\ 29(va—¥)

Le probleme est particulier, il revient a chercher la fonction y dépendant de x telle que I'intégrale
suivante soit minimale :

| dx
x4 4 29(va—y)

Nous allons développer dans la suite des éléments nous permettant de résoudre ce probléme.



Etude sommaire des coniques
Les coniques ont été étudiées depuis « I'antiquité », on peut les définir comme étant les courbes
résultant de I'intersection d’'un cone et d’un plan. La trajectoire des planétes sont de type conique.

Définition et caractérisation analytique des lieux géométriques

Nous considérons une droite (D) du plan P et un point F de P. Nous nommons H(M) le point M projeté
orthogonalement sur D. Nous nommons axe focal la droite qui contient F et qui est orthogonale a D.
nous notons K I'intersection de D et I'axe focal (D est appelé directrice). Nous nous donnons un nombre
réel e strictement positif et nous cherchons I'ensemble des points donnés par :

MF
MEPtq‘ﬁ=€
i

Nous nommons sommet l'intersection de cet ensemble avec I'axe focal. C'est donc I'ensemble des points
M dont le projeté sur la directrice est en K.

MF =eMK

Nous pouvons décrire vectoriellement :

—_—

1MF = eMK : cas ol M est A gauchede Fet K adroitede F
—_—
M'F=—eM'K : casouM'est entreF et K

Considérons le cas ol e<1 (M’ est bien a gauche de K) et introduisons O comme milieu de MM’.

MF —eMK = MO+ OF —eMK = 0,M'0 + OF + eM'K = 0,0n somme :
1
20F+eM'K+eKM= 0= 20F =eMM' = OF = eOM', OK =EGM'

Nous allons chercher une représentation analytique du lieu des points. Pour cela nous définissons un
repéere du plan P ou I'axe focal constitue les abscisses, et la directrice les ordonnées. O sera I'origine du
repeére.

a=0Mc=0F=c=c¢ea

Ainsi :

Donc:



pi 2 ‘ 2 2
a a - A xX ;
M(xj}’lF‘:C’ﬂ}’H(_J’):‘}"—(c—x}*=€‘( —x) ==
C Z

A présent deux cas se présentent :

2z w2

1: a*—c*>0=3btgb*=a”—¢* :‘,~M(x;}tq—2+%—1
X2 2
2 @ <0 =3btg bt = ~(a - e = M(x3)g -2y =1
a?

Dans le premier cas la classe des représentations est une ellipse, dans le second cas une hyperbole.
Prenons le cas ol a=b, nous reconnaissons le lieu d’un cercle de rayon a.
Prenons le cas ol e=1.

Dans ce cas MF=MH, donc le sommet est caractérisé par MF=MK, nommons O le point concerné :
OF=0K ainsi O est milieu du segment [F,K] ainsi la directrice a pour équation :

}.=—§::~M(x}}f’(—§ ﬂ) H(2 )J +{ “) (“%)

c*
=yl +x° —cx+1—xz—cx—1 =y" = 2¢cx

a
=

Nous obtenons le lieu des points dont la classe est nommée parabole.

Principe de moindre action
L’idée suivante est a la base de la mécanique Lagrangienne. Un systéme évolue sans contrainte sur une

trajectoire gui minimise une certaine fonction de coit. C'est-a-dire que si le systéme est décrit par un

ensemble de variables, lorsque le systéme évolue ces variables dessinent une trajectoire dans un espace
(espace d’état, espace des phases ou plus simplement I'espace géométrique) chaque point de cette
trajectoire est repérable par un indice continu, une variable que nous nommons t (par analogie avec le
temps). Ainsi la trajectoire liant A a B est un ensemble de points :

IM(x, ()}t € [£(A), (B, M((4)) = A et M(t(B)) = B

La fonction a minimiser, pour le moment nous n’en connaissons pas la nature physique, méme sionen a
une petite idée, est notée S et dite action du systeme. La « variable » ici est une fonction L nommée
Lagrangien.

Le principe de moindre Action
L'objet a minimiser est construit de la maniere suivante, une fonction de la position et de I'impulsion
(I'impulsion c’est quelque chose de proportionnel a la vitesse, dans le formalisme de la mécanique de



Hamilton c’est un objet mathématique un peut plus complexe et en mécanique quantique c’est un
opérateur linéaire — cf document précédent)

Notons x les variables de position et p celles de I'impulsion, en chaque point de la trajectoire, paramétré
par une variable t(le temps par exemple), on associe une mesure :

L{x(2),p(t), t)dt
On note aussi

L{x(t),z(t), t)dt

La trajectoire suivit sera celle qui minimise la somme de cette mesure en tout point de la trajectoire. Ceci
défini ce qu’on appel I'action :

ELH)

d
t(4) dt

On cherche alors a minimiser cette quantité. Pour cela on utilise ce qui a été exprimé dans notre
introduction au calcul des variations. Une fonction est a son minimum en un point quand sa variation
s’annule en ce point. On imagine virtuellement la solution optimale, puis une autre infiniment proche, la
variation est alors nulle.

Pour simplifier supposons que L ne dépende pas explicitement du temps, et réduisons le probleme a une
variable (cela simplifie les notations et le résultat est assez simple a généraliser).

Equations de Lagrange

Appliquant ce que nous venons de dire, pour résoudre le probleme nous considérons I'intégrale pour x
suivant une trajectoire donnée, et le probléme a une dimension. Nous considérons une variation
infinitésimale de cette trajectoire de sorte que :

xox+0xeti - x +6%etdx(t(4)) =ax(t(B)) =0
L(x +6&x,x + 8%, t) = L(x, %,t) + 3, Lix,%,£)8x + 8. L(x, %, t)8%
En intégrant par partie :

d
j 8.L(x, % 1)8% = 8,L(x,%,)6x] — f& (8:L(x,%,1))6x

Nous obtenons (le premier terme a droite de I’égalité est nul car nous avons dit qu’aux extrémités du
chemin la variation était nulle):



: d
L(x +&x,x + &%, t) — L(x, % 1) = (3. L(x, %,t) — E(aijz(xj %, £))8x

Enintégrant :

LB

€05) . d
&S = j (L(x + 8x,x + 8%,t) — L(x,%,t)) dt = f (8.L(x, %, £) — E(aii.(x, #,t)) 8xdt
t

iA) e(A)

Rappelons que I'extrémum est obtenu pour 65 = ﬂ.

Ainsi la variation “* étant arbitraire nous obtenons :
. d .
8,.L(x,%,1) —E(ﬂiL(x,x, £)=0

Il s’agit de I’équation dite de Lagrange.

Revenant au probleme précédent, minimiser I'intégrale suivante

%4 2g(ya—)

se réduit au Lagrangien :

f ! 1497
)= J2g0a—9

La fonction y devient solution de :
d
a}_L (}'1_; J-'J_. xj —_ E ( 3}.,. L(}"_. :!-'J_; x} =1

Cette mesure L doit bien avoir une réalité physique. Une fois exprimé, ce lagrangien permet de
déterminer une équation différentielle dont les solutions sont les trajectoires possibles.



Liaison avec la mécanique des forces
Partons de I'équation de Lagrange :

d
0, L(x &) = —0; L%, 1)

Et rappelons le principe fondamental de la dynamique (principe dont I’étude est programme des classes

dp
QE=mr=g;

Le terme de gauche de I'équation peut étre considéré comme une généralisation de la force et le terme

de terminales scientifiques Francaises)

de droite comme la dérivée d’une généralisation de I'impulsion (appelée quantité de mouvement).

Notons p I'impulsion généralisée :
d d d
—ipi—L)=—0d;Lix i ili+d,;Lix %)% — —L
S pi-1) = 0Ll k0t + L1 DE — =
Soit encore :

d d d
i 1) =—0:L(x £,0% + G L(0 HOK — 0Lk — G L¥ =1

Recherche d’invariants

La recherche d’invariants est fondamentale, ces derniers permettent I'établissement des équations
d’évolution des systemes en fonction de leur contexte. Sans invariants il serait difficile de le faire « toute
loi » dépendrait intrinsequement du contexte. Les invariants permettent de tisser des relations valable
au dessus des différents contextes.

Conservation de I'énergie
Nous remarquons que si le Lagrangien de dépend pas explicitement du temps alors la quantité :

E=pi—L
Est une constante du mouvement.

Conservation du moment cinétique

Il existe d’autres invariants. Considérons une rotation infinitésimale autours d’un axe porté par un
. . . . . By le vecteur

vecteur unitaire u, nous notons par abus mais aussi pour alléger les notations .

rar+ridpraF+rASp



SL=Lr+rAdpt=7+7A8p) —Lirt)=0@,.LAar+a,LAf)dp

Siil y’a invariance par rotation :

D'ou:
d.LAr=—d;.LAT
Formons la grandeur :

g =rhd:L

d d d
EG =f‘ﬂﬂﬁL+rﬁEﬂ,ﬁL =—rhd.l +rﬂaﬂ,al. =-rAd.l+randl=0
Dans un espace géométrique euclidien le mouvement est donc plan dont le moment cinétique est
vecteur orthogonal.

Une premiere expression du Lagrangien

Lorsque I'évolution du systeme n’est pas sensible a I'orientation de I'espace (c'est-a-dire si on tourne
I'espace sur lui-méme sur « chacun de ses axes ») et si le Lagrangien ne dépend pas explicitement du
temps alors nous avons une seconde constante du mouvement.

D’un point de vue physique, E désigne I'énergie du systéme et nous avons la propriété de conservation
de I'énergie (utilisée dans notre exemple de recherche de trajectoire en temps minimal d’un point a un

autre dans le champ de pesanteur). Sigma désigne le moment cinétique et exprime sa conservation au
cours du mouvement.

A présent nous allons chercher une expression du Lagrangien. Pour cela L est supposé non explicitement
dépendant du temps, I'espace homogéne et isotrope. C'est-a-dire que I'expérience menée ne dépend ni
du moment ou on la commence, ni de I’endroit ol on la mene et que I'espace n’a aucune direction
privilégiée.
Si L de dépend pas du lieu alors on peut dire que :

d.L=10

&

Donc:
d d.L=K
dt <
Si en plus aucune direction n’est privilégiée L ne dépend que du module de la vitesse. Ainsi :

™
Liv) = kv =—v7
( 2



Nous avons posé m/2 de sorte que I'impulsion dérive de I'énergie. Nous reconnaissons ici I’expression de
iere

I’énergie cinétique (I’étude de I’énergie cinétique est au programme des classes de 1" scientifiques

Frangaises). Ce résultat est donc particulierement intéressant.

Mécanique Lagrangienne - exemples

Nous allons illustrer ici deux exemples, le premier a probablement considérablement influencé les
penseurs des 18 et 19 iéme siecles. Nous allons utiliser le principe de moindre action et en déterminer a
I'aide du potentiel de Newton I'’équation de mouvement des planétes.

Le second, tres cher a certains musiciens, est I’équation de mouvement des cordes vibrantes. Nous
introduirons au passage la notion de densité de Lagrangien car le parameétre d’évolution dans ce cadre
est une fonction (I'amplitude du mouvement de la corde). Cet exemple est important car dans la nature
les vibrations jouent un réle important. Une vibration n’est pas un point matériel mais sur un plan
mécanique la propagation d’'une déformation.

Equations de mouvement dans un champ de force central

Nous considérons une particule de masse m en mouvement dans un champ de force central. Nous
avons vue que le moment cinétique était conservé, ceci signifie aussi que le mouvement s’effectue dans
un plan. Nous adoptons pour simplifier les calculs les coordonnées polaires :

Commencons par quelque chose d’un peu technique en rappelant la relation entre les systemes de
coordonnées polaires et cartésienne :

x =rcos(8),y = rsin(f)
D’ou

e, = cos(@) e, +sin(B) e,.
{Eg = —sin(8) e, + cos(B) e,

On dérive :

£, = —Bsin(8) e, + Bcos(g) g, = f?e,g
eg = — écus(&} e, —ésin{ﬂ} 2, = —ée,,

Le Lagrangien s’écrit alors :
m m .
L= E:r'“2 - mg :E{f2+r2ﬁf:}—mqﬂ

Les équations de Lagrange sont :



d .
a.L = Ea?:.L = —mada,.@ +mré® = m¥

d . .
— . — 2 25
BEL_dIBE,L{:h{] dr(mr ) =mrsf =K

Posons :
M = mr28
Nous en déduisons :
dgd M M
G = df = rzdt

. . U=m
Nous pouvons calculer I'énergie et on pose @,

. m . m - M? M* .
E‘=ﬂﬁLr+ﬂgL€—L=E{r2+rﬂﬂzj}+U SE—U=or+o—=20E-U)-—=m’
.1 M? 'm
rzz—(Z(E—U}—! J:m:: Al —dr
™ e ||(2(E—U}— Mc)
N mr?
Ainsi
_ M
M M Jym 2
d6 =—dt=df = ——— = —=dr
M= M=
I —U) —— | —uy =2
oo oo B)

En intégrant nous obtenons I'équation de trajectoire :

M
o~ dr

f MZ
*4' 2m(E—U()) — liz

Nous prenons le cas d’'un champ de force central de la forme :

ur) = -g

Nous allons intégrer dans ce cadre :



d = f(r)dr = — s wzdr
| oy _ M-
*sz(E+r) 2
1 2
U=-=du=—udr
Posons r
W
df = glu)du= — :

- du
W 2Zm(E + ou) — MAu?

D’ou nous obtenons :

“ M
B~y = | —— : du
up o 2m(E+ ou) — M*u?
Encore :
“ M
Blu)—8, = j - du
up o —M U+ 2maou+ ZmE



L'intégration donne :

M mo

8 = arccos| —— M
min?
| = -

ﬂE:rnE + e

+ Cte

choix de @ tel que Cte =0

C’est une conique dont les parametres sont indiqués ci-dessous et liés a la configuration physique du
probleme.

i M2
P= e
) | 2EM?
e= |1+——=
.\l Mo
F_ 1+ ecos(8)
"'T'_

e<0 =>Ellipse
__Pr __ =
T 1-&  2|E|
M
b=—b :

'l.l'hl — g B ~,~,"12m|.E'|

P
Tmin =71, = (1~ ¢)

o)
Tmrz:r:m:ﬂ(i-l_gj



Champ de Lagrangien, équation de mouvement des cordes vibrantes -
approche Lagrangienne

Ci-avant nous avons étudié le comportement d’un point matériel, nous avons vu que sa localisation est
déterminée a la donnée d’un ensemble fini de parametres. Lorsqu’on étudie la propagation d’'une
déformation, c’est en fait la déformation du milieu qu’on étudie. La propagation de cette déformation
est liée entre autre a I'élasticité du milieu et aux différents frottements qui s’y opposent. « Nous étudions
le comportement d’un milieu continu ». Conceptuellement, I'étude de la lumiére en tant qu’onde
physique a posé pas mal de problémes aux physiciens, dans quel milieu elle se propage, I'espace

« intersidéral » est t'il constitué d’'une matiere (appelé I’éther) dans lequel se propage la lumiéere a
I'image du son dans 'air ou I'eau. Il n’ya pas d’éther, les équations de Maxwell relient électricité et
magnétisme, leur inter relation, quand un varie dans I'espace cela provoque la variation de I'autre dans
le temps et réciproquement ce qui induit un comportement ondulatoire... la lumiére.

A présent nous n’étudions plus un point mais recherchons une fonction décrivant une propagation dans
un milieu. Le Lagrangien local se détermine alors par unité de longueur ou de surface ou plus
généralement unité de volume. Le Lagrangien obtenu sera une densité de Lagrangien. L’ensemble de ses
parametres en sera une amplitude (celle de la déformation) et ses différentes dérivées (son gradient et
sa dérivée par rapport au temps). Nous l'illustrons ci-dessous dans un cas simple.

A titre d’exemple simple nous considérons une corde homogéne de densité linéaire de masse lambda
constante. Nous nous plagons en un point de cette corde d’abscisse x, I'énergie cinétique est :

Adl dy.
dE, (x)= ? (E

L’énergie potentielle est approchée par :

dE, = 1(dl — dx)

On peut alors considérer une densité de Lagrangien

dL = dE, — dE,

Ce qui donne:

Adxd;;2| dy. .
A== (d:}J (x)

Appliquant la formule de Taylor Lagrange :

— &
\-’1+E=1+§+G(£}



D’ol au premier ordre :
A, 2 '
ldx=dL = 5;-“ (1+y%)dx—1 > dx

Ainsi :

L=Jiﬂfx

Nous remarquons ici une particularité, la densité de Lagrangien s’exprime d’une autre maniere. Si y est
I"amplitude de vibration alors :

l= f()’: ar}ri ax}":}

Nous sommes confrontés a un nouveau probleme de calcul de variations. Cherchons dans ce contexte la
forme de I’équation de Lagrange.

8l = 8,18y + 83,188,y + B 180,y = 8,18y + 85_,18,8y + 85,18, 8y

On voit bien ici que deux intégrations par parties sont possibles.

a
,"aﬂt}'wﬁ}’: [aﬁt}'wl’]_ J‘E(ﬂﬁt}'i}ﬁ}’

d
j 03.10.:0y = 05, 16Y] - f — (0,108
x
Les termes entre crochets sont nuls par hypothése sur la variation (nulle aux extrémités) ce qui donne :

- d d o
[81= (8,1 =3 (0eeyl) = 5, (Ba,s DY _

D’ol I'équation de Lagrange :
d a
gyl = ET: (Baeyt) + r (Ga,.51)

Reprenons ce calcul et généralisons davantage en ramenant I'évolution du systéme a I'étude d’une
fonction :

}3(-'1'-1; e Ky tj
Le Lagrangien dans cette généralisation s’exprime avec les variables :

L{yv,a Vi e O Y 3:¥)



Un calcul analogue donne

G G
Oyl == (a50) + Za—xi(ﬂ.ax[}-i}

Si on ne réserve pas une place privilégiée au temps (ce qui est le cas en mécanique relativiste — nous en
toucherons quelques mots un peu plus tard)

as—Z—( nes

Ou I'un des xi représente le temps.

Revenons a notre densité de lagrangien

.11 . . J_JE .11 _ _]."2
] =—v={1l+ LY T Ve —ad <
¥+ T( z) 2° T( 2

Elle ne dépend explicitement ni du temps ni de la position ni de I'amplitude, alors I’équation de Lagrange
se réduit a :

) i
Bt {aﬁ'r}"t} + A ( aﬂx}'ij=0

Explicitant a partir de I'expression de | :

B, = 831 = Ay
Bl =8, 1= -1y
D’ou:

A —1y" =10

Nous reconnaissons ici I'équation de propagation de I'onde exposée dans notre premier document relatif
a la construction des gammes.

T o2 252
c=1,ﬂr}-‘— c*dyy=10
Nous voyons ici a nouveau |'aspect remarquable d’une part de la simplicité de I'expression « le systéme
se meut librement en minimisant une certaine fonction de codt » cette fonction de colt est homogene a
une énergie et elle permet de donner I'expression mathématique de I'évolution d’un point matériel (d’un
ensemble de points matériels) mais aussi de systeme plus complexe comme des cordes membranes et
plus généralement champs scalaires.



Géomeétrie - espace et physique

La géométrie est I'étude des formes de leurs propriétés etc. C'est une des activités par lesquelles les
sciences ont grandies. Nous remarquons que nous avons donné une forme particuliere a I'expression des
éléments de longueur. En effet I'expression de I'allongement pour I’expression de I'énergie potentielle
due a I’élasticité de la corde, nous avons noté :

—
dl = ﬂldxz-l- dy’

parce que nous considérons un probleme a deux dimensions, a n dimensions nous aurions :

d.Ez:Z,dez

C’est une forme toute particuliere de la mesure d’une distance qui suppose un espace plat par exemple
(théoréme de Pythagore).

Supposons que nous ayons a mesurer un élément de longueur a la surface d’'une sphére de rayon 1
(surface dans un espace de dimension 3).

Dans ce cadre : en coordonnées sphériques :

dl* = cos‘edf* + de*

Nous voyons ici que dl dépend de la position. Nous reconnaissons ici une forme quadratique et sommes
tentés de généraliser.

Dans un espace de dimension n I'élément de longueur se détermine par :
2 —
dl*(x;) = gi;(x)dx;dx;
Revenant a notre probleme de caractérisation du mouvement d’une déformation imposée a une corde,

nous remarquons qu’il porte en lui (méme s’ils sont discrets) des éléments relatifs aux propriétés
géomeétriques du milieu. Le terme g est symétrique en ses deux indices.

Nous pourrions écrire dans une plus grande généralité :

41\'! gi}-dx:- ﬂ:x}'
2

dv
Ey

dEc(xi}= dt

L’énergie potentielle est donnée par :

—_—
dE, = T(_\II g:;dx;dx; — dx)



Etude des géodésiques - trajectoire de plus courtes distances entre deux
points

Nous allons nous intéresser a présent a un nouveau probleme de recherche d’optimum. Nous cherchons
dans un espace donné a caractériser le chemin d’un point A vers un point B de plus courte longueur.

Nous rappelons que I’élément de longueur paramétrée est :

dx' dx’

J'QU o P

ds® = g ;dxtdx] —» ds =

On est ainsi invité a minimiser la quantité :
1

5= [ ast@az
o

Alors parmi tous les chemins qui ménent de A vers B nous cherchons celui qui est le plus court. Pour cela

. 4z , _'X.'i Y . . . \ .
on suppose qu’il a été trouvé en ™ . On considere alors un chemin arbitraire et trés proche de ce dernier.
La différentielle de I'action résultant doit s’annuler.

i xi+ 8xi xt = x'+ 8¢

L} '] " "
(w’ﬂ} o F = |gg}-x=x}

Pour faire le calcul nous rappelons que : 24 ot nous posons : (ol la ponctuation

simple indique la dérivée par rapport au paramétre lambda).

Alors le calcul de la variation de S entre la trajectoire recherchée et la trajectoire perturbée est :
- 1 -
5 fﬂlgi}-x‘x}d.l = f; 8(g;;xtx )dA

8(gix'a7) = 8g: ;%% + gi;8(x'%7) = 8gy %7 + gi;2(xt6x7)

En effet remarquons que :

o nd d
6yl = —x/ =—éx
di dA
Ainsi :
j (g..x'xldA = L — 8, g, X KISxRdA+ — Egu d — 8x7da
s 2F K 9u 2F * da

On intégre le second terme par partie :



1 . d . d /1 . .
J‘ng}-x‘aoxf dﬂ':jdﬂ,(F‘g”x oxl)d}t jdi(ng}-x‘}oxl dd

s(A) = 8(B) =::|):

Or la variation étant nulleen Aeten B (

J‘d(l J‘)dﬂ,—{]
2 Fgux dx

Poursuivons avec I'autre terme :

d (1 . ) d (1) i 1d { 'z)
A \FIU* )= Ga\F)9u%  Fgp \9ur
Et

d t Sl K i

a(ﬁi;x )= O GijX'X" + gijx

Ce qui donne:

g5 = szﬂkgE}xxrjx"ﬂLl j gux“é‘x dA - f '8yl di— j ﬂkguxx dx/da

Le parameétre lambda étant arbitraire, on peut toujours considérer comme parametre la longueur s elle-
méme, |'expression se simplifie alors de maniére significative :

j O 0:;% Xt dx*dl— j gux‘é‘x dAd — j—x‘é‘x-’ dd— j ﬂkgux x*&xd di
1 - -
= fiﬂkgi}-x‘xfﬂxkds— fgi}-xfﬂxl ds — j d gt *<6x7 s

D’ou I'équation différentielle caractérisant les chemins de plus courte longueur dans un espace muni
d’une métrique donnée par le tenseur g:

u

d
.——x} x} ﬂ
7 ds ds )=

a
i—xl - 20,4, e v

Jas* as ~29p

3y 9;

Pour illustrer cela nous allons déterminer I'équation des géodésiques d’un espace Euclidien puis de la
surface d’une sphére plongée dans un « espace naturel » de dimension 3.

Géomeétrie Euclidienne
Considérons la métrique suivante :

Cette métrique correspond a un espace Euclidien.



g
ij =
65_1' —*
g
if =
0
—
85 d
WJ
ds(ﬂa
Sx}.)
=0
—
P
=10

D’o
l‘J .

X
el
afs
+
b
bl



Ainsi dans le plan :

x—F C CB
“y=—x——+D

=As+B,yv=Cs+1D =
x 5 3 5 —= 5 2 2 a1

yv=ax+bh

Le chemin le plus court est une droite.

La droite est totalement déterminée par les conditions aux limites :

)5y = = Ly -b
x(A4),v(4) = y(4) = ax(4) + b,v(B) = ax(B) + b o)
_yA)-b

x4

=a = y(B)

x(BY+b

Géomeétrie sur une sphére de rayon unité
Poursuivons avec une sphére, nous avons introduit la métrique associée a la surface d’une sphére de
rayon unité :

di* = costedf* + dg*

Les coordonnées sont ici (¢,6) et la métrique est donnée par la matrice :

(0 costo)
0 cos’p

Le calcul des dérivées partielles des coefficients de la matrice sont :
g1 =009, =0

g1 912 = 0,091, =0

G921 =0,8,92:=0

8 g7 = —2cospsing,d; g5, =0

Alors I’équation

d dx a
d,9; yi—x — 20, 9,7

Y - =0
s Bs 055 3 T M (G

(a

Se traduit dans ce contexte par :



i
20u901 55 5 (0190555 55 9290555 a 3"
5 Axl axla | Ay A dx=4d
= (a:l.g'pla a 189p.2 a a_x‘ ;Q'pla a 20p.2 a E ‘}
— 284 ﬂﬂxiﬂ 5
BE 35 ds
a
%8uigs ™ 35 ™
d .
= ﬂngaxax +ﬂ¢,gl xa—x + Oy g21 = xa—x +ﬂgggax£x‘
d ,

dfa . d /a d #a
—_— | — i ]| = — — [ — 41 2
.5'( * ) E(Q?”ids(ﬂs’x )+g?" ds(ﬂsx )]

D’ol
5 dxt @ 243 a .a ., 5 d(a 1)_'_ d(a ) 0
- —_— g T — T - gm—l—x ]| =
hbr255 55 p0225.% 55 9:155\3 92255\
Pour p=1: parametre @
a . a . d (ﬂ 1) 0
%922 ﬂsx ﬂsx ‘gl’lds ﬂsx B
Pour p=2: parametre
5 axla | 5 d (a ﬂ) 0
- gy —— X% — —|—x* =
%822 ds ds Gp2 ds \ds

D'ou:
{Sinqﬂco.';fpéz +@g=10
2tanpgl = cospl

Refaites le calcul, il y’a une erreur... ;-)

Géométrie sur la surface engendrée par un cone
Nous considérons un céne de sommet la base d’un repéere orthonormé



Le systéme de coordonnées cylindrique est utilisé.

Caractérisons un élément de longueur a la surface de ce cone.

dl = rdfeg + dze, + dre,

La géométrie du cone lie les variables r et z de la maniéere suivante :

Z =i S dr= ad
=—=z=—=r z = adr
2 R

=Rl

di* =r*d6* + (1 +a?)dr®



D’ou le tenseur métrique :

1+a® 0
0 2

o=

On calcul alors les différents éléments :

{argl.l = 0,012 = 0,021 = 0,892, = 2r
da g ij = 0

Ainsi I’équation des géodésiques :

) i dx* d ; a ;
ﬂ?,gwa xt a_—x Eﬂugw-ﬁax - Zgwd P —xy =0
Devient :
{ r28,8.8 =0
ri8.8)2+ (1 +a?)d.d,r=0

L’équation des géodésiques est :

TEB”={] _ 2
{r€’2+ﬁr”=ﬂ B=1ta

Equation de mouvement, liaison avec les géodésiques
Revenons a I'expression du Lagrangien :

L=—1w

2

Nous pouvons introduire la géométrie dans ce Lagrangien :

m ds .
=5GP

Rappelons que :

,—

dx; dx;
l‘g” dt dt
-\|

D’ou :



m  dyx;dx; m

~ 2% %G ar -~ 29

Rappelons les équations de Lagrange :

d
Al = Eaer
d.rl = > g - W,

m . 14d
dpl = E(gz'px + LpiX )= MG X = _Eax'FL dtg'pzx + Lpi®
Eg'pz akg'pzx

Ei’gﬁjﬂﬂgi} mﬂkgmx +mgmx = A4, 0,0:;— Zﬂkgm Kyt — 20, Ex =10

Rappelons I'équation des géodésiques :

d dx a
d,9; yi—x — 20, 9,7

il Iy =0
I5s ™ Bs 795 o5 ’*’d( *) =

C’est la méme équation, nous en déduisons que le mouvement libre des particules se fait suivant les
géodésiques, c'est-a-dire les chemins les plus courts.

Relation entre métrique et gravitation ?

Nous avons montré par un calcul basé sur le principe de moindre action appliqué a un Lagrangien
augmenté d’un terme variant inversement proportionnellement avec la distance que le déplacement se
faisait dans un plan (conservation du moment cinétique) et suivant une trajectoire de la classe des
coniques. Dans notre premier chapitre nous avons consacré quelques lignes aux coniques et évoqué que
cette classe de courbe se situait a I'intersection entre cone et plan. Partant de cette idée nous pourrions
déterminer la géométrie a la surface d’un cone et tenter d’intégrer les éléments relatifs au potentiel
central (dont le gradient détermine la force) a I'intérieur de la métrique. Dans ce cadre obtenir une
relation entre la géométrie (tenseur métrique) et I’énergie du systeme en conservant un Lagrangien
simple (~énergie cinétique).

Pour simplifier les choses, le fait que le résultat soit une conique influence notre étude :

ds® = dr® + r’df® + risin (8) de®



Sur un cone le terme téta est constant, ainsi :
ds® = dr® + rsin (8) de*

L’équation générale des géodésiques est :

a ot _ 2 i{ . u} =0
','!Jgﬂ,bx X ds Q-;u,ux -
Tous les termes non diagonaux sont nuls ce qui donne :

. g ..
argq:\-,m‘ﬂz —2 ;(ﬂ»,yr‘ + )

Nous pourrions imaginer que le champ de force central est une propriété liée a la métrique, en bref que
ce champ de force est une propriété géométrique de I'espace. L’équation de trajectoire nous I'avons vu
est une conique. Nous I'avons vu aussi, une conique est I'intersection d’un plan est un cone. Nous
pourrions penser qu’une conique est géodésique d’une surface conique et établir une relation entre le
tenseur métrique et I'énergie en disant que le mouvement

Nous pourrions nous poser la question suivante. Considérant par exemple le Lagrangien d’une particule
libre exprimée en coordonnées sphériques :

m “m ¥l 7 7
L= E(:r"‘ + 728 4 2 5in(g)? :’,02) +f{r,0,z2q)

On obtient une équation de la forme :

# = r6® + rsin(6)2¢* + h(r,6,zy)
2176 + 128 = r2p?sin(6) cos (§) + 98, 2)
r? sin®*(6) ¢ = contante

En écrivant I'équation des géodésiques on trouve :

F = T‘Si’.l‘l(l?}zfﬁ-lz
0= rzf;;z sin(#) cos ()
rlsin?(8) ¢ = contante

Ceci en restant sur un cone, défini par un angle téta constant.

L'idée était intéressante, toutefois dans I’état des raisonnements il n’est pas possible d’intégrer les
éléments de potentiel dans la métrique. Nous en toucherons quelques mots en fin de document sans
toutefois évoquer la théorie de la relativité générale.



Electromagnétisme
Les lois des phénomenes électriques et magnétiques peuvent t'ils provenir, dans leur structure
mathématique, d’un probleme d’optimisation de I'ordre de celui du principe de moindre action ?

Théoréeme de I'induction magnétique
Pour y répondre nous nous intéressons a un Lagrangien de la forme :

T -
L=Er2+ gr. A— gqo

Ou A désigne un potentiel vecteur, dépendant de la direction, et I'autre, phi, un potentiel scalaire de
forme initiale similaire a celui rencontré pour la gravitation. Nous allons écrire les équations de Lagrange
associées et exprimer le champ électrique et Magnétique en fonction de ces éléments.

Ce qui donne en coordonnées cartésiennes dans une géométrie euclidienne:
m o -y ) ) . . .
L= E{x‘ + e+ z‘}+ q{x.»-’lx+ }-‘A).+2AE:}— qe
Si on place ce Lagrangien dans les équations de Lagrange :
. . . d . . . :
q(id A, + (V8. A )+ (20, A;) —d.¢) = E(’mx +g4,)=mi+ g4,
. . . d . . N .
q(xa, A, + (78,4, )+ (28,A4;) — 8,9) = E{m}-‘ + qAJ.} =mj +qA4,
d .
'-'_:I'(:X.:azﬂx + (}.’azﬂ_}'j + (z:azfqzj —d fﬂj = E(mz + qﬂzj =mz+qgi;

Or:

A, =8 A+ A v+, A, 7+ A,2
En reportant dans le systeme d’équations :
qv (8. Ay — 0yA.) + (8, A; — 8:4,) — qd.¢ = mi + g8, 4,
qi(0,A,— 0. A,)+ q2(8,A; — 0.4,) —q8,¢ =mi +q0:4,
qi(0:A, — 0. A:) + qi(0: Ay, — 0,A:) — g0 =mZ+ g8 A;

Puis en considérant I'opérateur linéaire suivant :



ﬂx Ax a}'Az - az A}' B:t‘
B=rot(A) =VAA={0,n{Ay={0,4,— 0,4, =By
d Az e A}' - a}'AI B:

On trouve :
qvB; — qiB, —qd . p=mi + gd. A,
—qXB. +qZB,. — qd, o =mi + qd. A,
qiBy — qyBy —qoyp =mZ + qd: A,
Ce qui s’écrit aussi vectoriellement :
q.vNE —gGradi(y) — qd, A = mf
On peut aussi définir B et E comme :
B = Rot(A)
E=—grad{p) — 8.4
Nous obtenons :
f=q(*AB +E)

Nous retrouvons ici la force de Lorentz. Nous allons rapidement tomber sur la loi de I'induction
Magnétique. En effet partons de

E=—grad(g) — 8.4
RotE = —Rot(Grad(g))— 8.8 = —8.B

Nous pouvons intégrer des relations en calculant le flux de B au travers une surface limitée par un
contour L. Alors :

ﬂ,weg.;L;.R“(E Jds(M) = ng Al = —% & (B)

Les justifications mathématiques — green ostrogradski dans [REF-Math-3]

Fonctionnement des micros d’'une guitare électrique

Cette relation est particulierement intéressante. Prenons le cas d’un micro de guitare électrique. Il est
constitué par exemple de six aimants (cas des micros simples de la marque Fender), chacun situé au
dessous d’une corde. Ces aimants sont entourés d’une bobine, et pour simplifier nous supposons que
cette bobine a une forme elliptique.



Alors amis du Rock bonjour, « du vrai Rock», celui des amplis qui saturent et des grattes a fort niveau de
sortie ... les aimants provoquent I'aimantation des cordes (elles sont en acier) ainsi quand une corde
vibre (nous pourrons calculer cette vibration en résolvant I’équation des cordes vibrantes cf premier
article) elle provoque une perturbation du champ magnétique dans la bobine.

Deux situations se présentent, pour la premiéere la corde aimantée vibre, ce qui provoque une variation
de champ magnétique dans la bobine et donc une force électromotrice.

Pour la seconde, mécanique, la corde vibrant, le corps vibre aussi, et le micro se met a bouger
légerement au dessous de la corde. A nouveau le champ magnétique varie. Dans ce cadre nous pouvons
imaginer deux vibrations, une vibration qui translate légerement le micro au dessous des cordes, la
translation est suivant I’axe (ox) et ou I'axe (oy). |l peut aussi y avoir légére rotation autour de I'axe ox et
ou oy.

Sur le plan de I'instrument, le choix des micros est important. Si on veut un « gros son », un bon niveau
de sortie, il convient d’une trés bonne aimantation (et d’un paquet de conducteurs enroulés). En
revanche, si les aimants sont trop forts ils vont freiner la cordes ce qui peut nuire a la durée de la
vibration, au Sustain. En revanche le micro a lui tout seul ne fait pas tout (outre la qualité du guitariste, le
choix des cordes, le chevalet, le systeme d’amplification et les boucles d’effets) intervient aussi la qualité
de la Lutherie (une bonne part du prix de la guitare, le choix des bois, ...), La vibration intrinseque. Méme
si en proportion la contribution de la corde vibrante est majoritaire, la seconde joue un réle important,
ce sont les 5 a 10% qui font la différence (a rapprocher du prix).

Illustrons-le propos par le calcul. Pour cela on suppose la bobine elliptique. Nous nous plagons dans un
repére ol |I'équation de I'ellipse est :

b ———
yix) =—y/a*—xi=b|1-—
a

Ici I'axe (ox) est I’axe paralléle aux cordes de la guitare. L’axe (0z) est parallele aux lignes de champ (les
plots des micros) et (oy) dans le plan du micro et orthogonal a ox.

Le champ B de la corde est perpendiculaire au plan de I'ellipse et d’intensité constante (du moins dans la
zone ou nous effectuons le calcul) et de la forme :

B{(x) = —B,Fi(x)e,

1 E [;!ru—é,;ru.-l-i]

Ou F est nulle partout sauf si 27 ou elle vaut 1. Ici epsilon désigne I'épaisseur de la

corde négligeable devant a (la longueur de Iellipse étant 2a).

Le calcul du flux est assez simple :



—_—

xpta/2 | z

X
@ :.FJBE.J; . ﬂli—;dx

On considere le changement de variable :

X acos{u) du = dx u,
sinfu) =— = [asinu_ =x—gf2 =e= bBDaj cos(u) du
a . .
asinu, =x+ &/2 L=
abB e
= 0 (e —u_+ j cos(2u) du)
2 u_
Or

.[u+c09[2u} du = %(sin(ZuQ —sin{2u_))

Si on écrit tout :

=285 () s (5 ) Lo 2o+ 5)) s 2o (- )

Or, en utilisant des formules de trigonométries comme :

sin (2x) = 2 sin(x) cos{x)

On va simplifie cela

@ = ﬂszﬁ {asin (x + 22)

— asin (E— %) %(2 sin asin (a ; )ccsasm {— %)
— 2 sin asin (.'X-' + 28 )CDS asin (.'X-' + i)})

2a
abEg. ( (_ )cosasm(a + %) - (z - %) cosasin (g - %)}
= @ (A+ % ( COSasin ('Z + %) + cosasin (g - i))}

En développant au premier ordre :
Sy wa :‘,-asm(x+ E)m£+i
2a a 2a



abBb, A+ £ _ (:x_l_ £)+ X s) abBb, 4
— | fosAEiN|— T — Cosasiny\——— ~
2 2a a 2a a 2a 2

bEB 2
+ z—i(casg =+ %) + GGSG - %))) =2 3 = (2 E + E(cas(f) : casﬂz)))
£

= bBys(1 + % cos (za—x) : CGS(—)}

a

Ainsi posant :

x = x; + xpsin (wt)

On peut dériver I'expression et déterminer la force électromotrice générée.

dyg
dt

g =

Ceci provoque la circulation d’un courant i qui a son tour va créer un champ magnétique cherchant a
s’opposer a la variation du premier (freiner la corde ?).

La seconde contribution, les mouvements de micro translations translation dans I’axe ox sont nuls mais
pas ceux qui sont perpendiculaires.

Dans ce cas le calcul est similaire au précédent.

x24T | 52

@ =hB, j [1—-—dx
xplt)—s/2 -\l az

Les deux rotations d’axe ox et oy peuvent étre introduites dans le calcul de maniéere assez simple.
8, = {e}., u} ’p.!a’n{e}., e,:}, 6, = (e,,v) plan(e,, )
Tout d’abord la rotation d’axe ox donne un vecteur u :

(v)
u = cos(f,) e, +sin(6,) e,

ful

{oy)

Axe des cordes [ox]



La rotation d’axe oy donne un

v = cc:s[ﬂ'}.} e, + sin{ﬁ"}.} u= CDS{B}.}EX + sin{ﬁ'}.} sin(8,) e, + cos(8,.) sin{{?}.}e}.

wpltitaiz | e
@ = .E:BDJ; [1— p dxsin(6,, ) sin(6..)

ol E)—&f2 '\l

Ce n’est pas I'objet de ce document, toutefois les notions de champs électrique et de champ magnétique
sont couplées par un systéme d’équations (équations de Maxwell) ces dernieres mettent en évidence le
caractére ondulatoire de ces deux éléments. L'onde résultante dite onde électromagnétique est associée
ala lumiere. Il existe un autre Lagrangien qui permet d’exprimer I'ensemble des équations de Maxwell.
Ce dernier contient le tenseur de Faraday regroupant dans le méme objet mathématique les deux
éléments — magnétique et électrique. Mais c’est peut étre un peu t6t pour I'introduire-il faut se préparer
a raisonner en dimension 4 dans le cadre de la mécanique relativiste dont nous allons toucher quelques
mots maintenant.

Mécanique relativiste
Et cette lumiére est tout a fait particuliére. Elle se déplace a une vitesse propre identique dans tous les
référentiels. Ce caractere « absolu » a donné naissance a la théorie de la relativité.

Considérons un « chariot des années 2169 »en mouvement de translation uniforme par rapport au sol
avec une vitesse v. Au centre du chariot un mat de hauteur H avec en son sommet un miroir et en bas
une source de lumiére.

A I'instant t=0 nous considérons deux observateurs, le premier O’ est sur le chariot au bas du mat et le
second au sol. Leurs horloges sont synchronisées et en t'=t=0 les deux observateurs occupent la méme
position x’=x. En t=0 O et O’ se mettent d’accord pour que O’ émette un rayon de lumiere en direction
du miroir. Les deux mesurent le temps de retour du photon émis.

Pour O le temps mesuré est t et pour et pour O’ la mesure indique t’. Pour O’ le calcul de la trajectoire
est simple, elle est verticale et le temps mis est :

c't'=2H

Pour O la relation est :

tz 2
c*—=H+1v"—
d 4

En combinant les deux relations nous obtenons :



et vl

AL Ay 9 A AL e z

2t =2+ v =t - v ="t =t =t - )
ce cr

L'expérience de Michelson Morley a mis en évidence que c=c’, c'est-a-dire que la lumiére se déplace a la
méme vitesse dans tous les référentiel. Ainsi :

Cette lumiere est tout a fait particuliére. Elle se déplace a une vitesse propre identique dans tous les
référentiels. Ce caractere « absolu » a donné naissance a la théorie de la relativité.

Transformations de Galilée - approximation - le défit porté par la Lumieére
Cette relation est tout a fait remarquable. Le temps ne s’écoule pas de la méme maniére dans tous les
référentiels. Les lois de transformation de Galilée sur lesquelles s’appuient la cinématique classique et la
dynamique ne sont plus valables dans I'absolu, rappelons les :

r_ —
X =x—wvt

}r" =y - 'E-"}-t

'=z—wt t'=t

Ces lois s’obtiennent géométriquement assez simplement dans un espace géométrique Euclidien a I'aide
de la formulation vectorielle suivante :

_— == —— a —
OM =00'+0'M,v=—00"
dt
Il en découle la loi de combinaison des vitesses :
vﬂ(Mj = I;G(G'Ij'i' Vof(Mj
Rappelons I'équation d’onde a une dimension de la lumiere :

1
":axrz - ?arrz}}? =0

Si cette expression est invariante par changement de repére on doit retrouver la méme forme dans un
autre repére en mouvement.

dY = 8,Vdx+ 8, Ydt = d¥ = 8, Vax' + 8. ¥dt' = 8 o¥(dx— v df) + 8, Vet
= d. Y (dx) — v, 8,Ydt+ 9.Ydt)

Ce qui donne :

ﬂx - ax"_. ﬂt,- - ﬂt — WV, ﬂx



D’ou :

ax,E =4, 21 s * = dyr (ar} — v dy (ax::l = arz — U, 0.8, — v, (arax — U axz::l
=8,* — 2v,8,.0, + v, 282

En reportant dans

1
":axrz - ?arrz}}? =0

Cela donne :

-
e
x

1 . o v 1 2v,.8.8,
(0.2 — = (8% — 21.8.8, + v AINY = (F(1— ) — 58 +—5—

W =0

Nous constatons d’une part une forte altération de I’équation des ondes électromagnétique lors d’un

changement d’observateur associé a un référentiel en mouvement. Nous remarquons d’autre part la
en(1-=)

présence du terme S

Transformation de Lorentz - recherche d’invariants relativistes

Alors recherchons dans un cadre simplifié, mouvement de translation uniforme, la loi de transformation

qui embarque la propriété d’invariance de la vitesse de la lumiére. Pour cela nous recherchons une loi

linéaire (commencer par faire simple et proche des lois de transformation de Galilée puisqu’elles

correspondent trés bien a la réalité vue de nos échelles de vitesses) de changement de repere :

(ct'x' v, z") = (A = '[a:-d-:})(ct,x, V,Z)

Parmi toutes les lois de transformation linéaires, nous cherchons celles qui laissent invariantes la forme
qguadratique :

ds® = c?t? — x2 — }_,2 — 2

En effet pour la lumiere nous avons (une maniére d’embarquer I'invariance de la vitesse de la lumiére

dans le probleme) :

P+ yt+z? 4y +
£z = 2

Le terme ds a la forme d’une distance entre deux événements si on considéere un espace de dimension 4

(3

et de métrique :



Les -1 sont sur toute la diagonale a I'exception du premier terme. Un tel espace est dit espace de
Minkowski du nom du Mathématicien (qui fut professeur du célébre physicien Albert Einstein il me
semble).

La loi d’invariance implique :

ds? = c2t% — x2 — }_,2 . Y _},.«2 -

Pour simplifier la calcul on se place en dimension 2 (ct,x) ce qui donne la relation :

{t" = At+ Bx
¥ =¥Yt+EZx

Reportant cette relation dans |'égalité précédente :

it — = At Bt — (Vi 4+ Zx) i = c2 (A28 4+ B2x 2 L 2ABxt) — (V22 4 7242 4+ 2V Z1x)
= t2(4%? - ¥2) + x3(B2c*— %) + 2xt(c*AB - YI)

Ainsi
YE
=A% -V 1=4"-—=
oy
1=2%—-Rg%*
ABf =¥Z

D’autre part nous pouvons intégrer une nouvelle relation en nous plagant a I'origine du repére en
mouvement.
, x ¥
¥ =0=¥t+ix=0—s—=—==7v
i Z
Nous pouvons envisager un changement de variable en exploitant les fonctions « de trigonométrie
hyperbolique » :

e¥ +e7% g¥ —e™¥ . =h
chix) =————shix)=——— ch?—shi=1th=—
2 2 ch
1 _ 1—th? 1 _1 1
ch® 'sh®  th?
Ainsi :
Y Y Bc
chia) = A,shia) = gt chib) = Z,shib) = Be,thia) = a thib) = -

shih)

ABc*=YZ = chia) c® = cshia)ch(b) — thia) = th(d)

Donc



Ll i _wem-= 2(;—1) B
Bichi(b)  cEshi(a) =F thi(b) 72

fZ® Z? - B3c? L (2% = B%c? -
=JH‘ ']_ —}—:ﬁ‘ —_— —}B‘E‘:ﬁzzz

Y
—— =y = {PFP=¥ >
z g

B%c? Z° B%c?

Ce qui permet de déterminer Z :

5 2 - 1 -
'lZZZ—BECZ—}'l:Zz—ﬁEEEZZ‘(l—ﬁ‘j—}ZZ'l'I,:E:'l'}'
V1-F
Puis B
2
B%?:ﬁ?f—ﬁ?:%z%ﬂ:g?z
PuisY et A
Y— Y= ¥4
z—‘i. =—cfi
2 B . 2 _Czﬁzz T
ABEP=YZ 5 A-Z=—cfZ? 5 A=—0>s=—-FZ
c BZc

Nous retenons :
Z=Fy A=—-E,B=—-Z2Y =—cBE

Nous pouvons traduire :

t' = At+ Bx
¥ =¥t+ Zx

Par :
t' = —zt+EZx = Z(—t + Ex)
c c
¥ =—cfIt+Zx=Z(—vt +x)

Pour obtenir une forme analogue aux transformations de Galilée (limite de la transformation recherchée
quand beta tend vers zéro) on aboutit a :

t' =yt — gx}
' =y(x—vt)

Nous allons vérifier que cette transformation préserve bien ds, en effet :



2 B B
t'? =yt — 2P —at + ¥y —x?
C C
1'% =y —y2Bcxt + frYRHR
Dol :
'

Czt ‘_xrz — CEtEEYE _YZJHE} —:X:E(—'}fzﬁz'i"}f:} — CEtE_:X_E

Revenons sur I’équation de propagation de I'onde électromagnétique (en une dimension) et observons la
maniere dont elle est transformée par la transformation de Lorentz établie ci-dessus et rappelée ci-

dessous :
t'=y(t — gx}
x' =y{x —vt)

Tout comme le cas des transformations de Galilée on procede par égalisation de la différentielle totale :
_ ' P 5
dY =8, Ydx' +8,Ydt' = 8.Yy|dt ——dx |+ 3 ¥Vy(dx —vdt)
c

= ydx (ﬂxf}" — gﬂtf Y) +ydt(8,Y —1d ¥
D'ou:

B
Y(ax" _Earf} =d;
y(8y —vd,) =6,

On établie I'expression des dérivées secondes :

-
i

B B 2 B B
Yzi'ax'l - Eﬂrf}(ax" - E ar"j' = '}/21:5;,- - ZE A8 + F dr 2} =d,=
y(8:* — 2v8, 8, +v70,,7) = 8,7

Donc
1 a B ﬁz q 8% — 2vddy + p2ox'?
axz—?at==y9(a;f —2700y + =500 - £ —
1

. \ ,. a 1
= Y‘('a;“(i - B%) _Fa;"(i — B2 =0y"— ?arr2

Il y’a bien invariance. La transformation de Lorentz laisse invariante I'équation de propagation de I'onde
électromagnétique ce qui concorde avec le fait que la lumiére se propage a la méme vitesse dans tous
les référentiels.



Dilatation du temps - contraction des longueurs - temps propre
A présent nous allons mesurer un élément de longueur vu de O’

dx' = y(dx — vdt)
dt' = y(dt — g dx)

Ces relations peuvent étre combinées pour mesurer le rapport de perception d’'un élément de longueur,
on mesure dx’ a un instant t’ donné (donc dt’=0)

dt’  Bdx a
dx' =y|dx—v|—m+ = | |2 dx =ydx —yfidx = y(1-f%)dx

T

On mesure ensuite un intervalle de temps dt’ (dx’=0 et donc dx=0):

dt’ = ydt

D’ou les relations :

dx' =—

dt' = ydt
Dilatation du temps et contraction des longueurs.

On peut faire le calcul de la fonction gamma, en abscisse beta (pourcentage de vitesse de la lumiére) et
en ordonnée la valeur de gamma (multiplie le temps propre — temps de I’'observateur en mouvement :
donne la mesure de temps mesurée par un observateur)
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Aux alentours de 80% c'est-a-dire une vitesse de |'ordre de 240 000 Km a la seconde le rapport est de
I'ordre de 2 (un peut moins si on veut étre précis). Dans ce cadre si deux jumeaux font I'expérience
suivante : le premier par a cette vitesse, le second reste au sol. L’expérience a lieue a I’age de 40 ans par
exemple, le premier revient au bout de 5 ans, le premier aura 45 ans alors que le second aura 50 ans.

A cinquante pourcent de la vitesse de la lumiére 10 secondes de temps propre correspond a 11,5
secondes, un écart de temps de 9 secondes par minutes. 50% de la vitesse de la lumiere c’est quand
méme 150 000 km/s (la moitié de la distance terre lune parcourue en une seconde).

Nous remarquons aussi une singularité, une vitesse supérieure a la vitesse de la lumiéere n’a pas de
réalité physique. C'est bien ennuyeux tout ca ... pour ton fan de Science Fiction. Mais qu’il se rassure... ce
n’est qu’une théorie ...qui marche toutefois particulierement bien.

Géomeétrie de Minkowski - Espace Temps
Poursuivons un petit moment autour de I'espace de Minkowski, et pour simplifier considérons-le de
dimension 2 (un seul degré de liberté dans I'espace). Pour aller plus loin [REF-Phy-2]

Nous avons introduit une métrique particuliére qui va nous permettre de faire du calcul :
AB = c*(tg —t4)? — (x5 — x4)°

La signification physique étant A précede B.

Nous pouvons aussi calculer un produit scalaire :

Les vecteurs orthogonaux ont un produit scalaire nul, ainsi :



Ay, B
ALB<AB=0-"=2t
Ay By

81, & } . -
(e1, €0) une base de cet espace, représentons la dans le plan Euclidien comme orthogonale

Notons par
I'indice 1 porte les abscisses (I’espace) et I'indice 0 les ordonnées en temps (multipliées par c). Alors on

o T+

- . . gy + e . -
montre sans difficulté que le sous espace engendrée par 1est axe de symétrie de A et B. Ainsi les

vecteurs orthogonaux sont symétriques par rapport a la bissectrice (droite linéaire d’équation y=x).

Autre exemple, nous pouvons montrer que dans cet espace le plus long chemin entre deux points est
une ligne droite. Pour cela on considere un chemin allant de A vers B, représenté dans notre plan par
une droite, puis un autre passant par un point M. Calculant la distance AM+MB a I'aide de la métrique de
Minkowski (et son fameux signe -) dérivant cette distance (cherchant un optimum) on arrive sur une
condition disant que M doit étre sur AB. En étudiant la fonction (AM+MB)(M) on s’apercoit que I'extrema
déterminé correspond a un maximum.

Remarquons que le produit scalaire peut étre nul (Les rayons de lumiére tracent des vecteurs dont le
produit scalaire est nul):

-t =10
Remarquons que le produit scalaire peut étre strictement positif :
ct*—r' =0

Ceci correspond a un événement ayant un sens physique, I'événement se produit a I'intérieur du céne de
lumiere, si initialement I'événement était a I'origine, présent, son futur est dit de genre temps.

Mais le produit scalaire peut étre strictement négatif :
2 —r? <0

L’événement est a I'extérieur du cone de lumiére, on dit qu’il est du genre espace. On montre que pour
les événements de genre temps le principe de causalité demeure, c'est-a-dire que I'origine du cone
précede I'’événement, ou vis et versa dans le passé. Mais pour des événements de type espace la relation
de causalité n’est pas préservée. On peut trouver des observateurs pour lesquels I'origine précede
I’événement et d’autres pour lesquels c’est le contraire.

Transformation de Lorentz dans un cadre général
Une autre fois

Expression d’'un Lagrangien a partir d’invariants relativistes

On voit ici que la géométrie de cette physique moderne est bien nouvelle et par endroits demande de
sortir de nos habitudes voir « du bon sens ». En fait ici il s’agit d’explorer des zones du réel qui nous sont
étrangeres... parfois méme qui n’existent pas. Sur un plan historique I'espace de Minkowski a soulevé



une certaine polémique du fait en particulier que la réalité physique était cachée par les
mathématiques.

Nous n’allons pas nous étendre d’avantage sur le sujet et retenir deux invariant :
® Letemps propre (notre horloge et non celle qui est percus par un autre)
e Ladistance ds?=c?t>-dr?

Nous allons chercher un Lagrangien en nous inspirant du Lagrangien précédent mais qui sera aussi
préservé lors des changements de repéres pour embarquer les remarques de la théorie moderne de la
relativité (publiée par Albert Einstein au début du 20 iéeme siécle)

L’élément de longueur (abscisse curviligne) s’exprime donc par

ds = cdt

L’élément ds est un invariant, c aussi mais l'intégrant dt ne I'est pas, pour que le Lagrangien soit invariant
du fait des transformations de Lorentz il faut ramener I'intégrant au temps propre (dt0), I'expression
suivante est a considérer :

| 'E_':I:E
ds=c |1——dtg
C

Nous proposons d’introduire le Lagrangien suivant (Invariant de Lorentz):

| 'E_':lz

L=-mc |1—E—2

] Nous ajoutons les ingrédients qui permettent de retrouver a faibles vitesses (nous avons vue le
caractére asymptotique « tres tardif » de gammay) le Lagrangien classique :

- 2

o™ ¥ w
Lv =mci+ —==-mc*+m—
& B =

Remarquons cette quantité mc2. L’énergie de masse, on ne la ressent naturellement qu’au niveau
atomique...

Calculons I’énergie en rappelant I'expression déterminée lors de la recherche des équations de Lagrange:

E=pv—1L

Ceci nous donne :



p=2a,L=-mc =
T DA
NTTE AT E
D’ol I'énergie :
E mit e ||1 72 me? vl 1 pl mc?

=—F+mc - == - =
|1 T-"z 2 |1 -E_-:l2 c* c* |1 i_-:lz
+ c? W cZ NT Ol

Equivalence masse - énergie
Nous trouvons ici pour la particule au repos, v=0 une expression célébre pour sa forme (et tristement par

certaines utilisations...passées et potentielles) c’est I'équivalence masse énergie.
SE = dmc*®

Considérons une variation de 1 pour mille de masse, la variation d’énergie est :

r\E 2 m

9F = <*(1500)

Sur une masse initiale de 1kg, cela correspond a un gramme, I'énergie est colossale. Lors du processus de
Fusion ou de Fission nucléaire de la masse disparait, le défaut de masse apparait sous la forme d’énergie.
De I'énergie pure peut produire de la masse, par exemple une paire de particule et antiparticule
(électron et positron) etc.

Potentiel de gravitation et métrique
Reprenons le Lagrangien précédent et étendons le dans le contexte d’un champ central :

| 'E_'J 2

L=—-mc* |1—§—mfp

En développant au premier ordre :

2

muv v
—myp =—mecic—— +—
2 v ( 2c ¢

L~ —me*+
L’action invariante, exprimée a partir de c et du temps propre est :
5= J Ldt

Elle est aussi exprimée par :



5= —mcj ds

En écrivant donc :
ds® = gpoc dt® = (c— — Ejzczdf
2c ¢

1
En négligeant tous les termes proportionnels a z* :

| 2
@
Go0 = |1+T

La métrique associée a un champ de gravitation central (inversement proportionnel a la distance),
statique (ne dépendant pas du temps) a distribution isotrope (la répartition de masse ne privilégie
aucune direction) a établie en 1916 par le mathématicien K. Schwartzchild. Pour aller plus loin [REF-Phy-
2]

2 dp*
ds? = ¢ (1 + w—ﬂw)drﬂ P ,2(46% + sin(0)? a?)

)

Suivant cette métrique, nous considérons un déplacement dans le temps (pas dans I'espace) vue du
référentiel de I'élément, I’élément de longueur s’exprime en temps propre :

c?dr = ds?

Vu d’un autre observateur, pas de déplacement spatial cela se traduit par :

2 ;
ds* = ¢ (1+ “;Ep})drn

D’un point de vue général on aurait :

ds® = ggpcidt®

Nous obtenons :

N dar
dar = \.,'gc.rc.dt = dt = —
+ Hoo
Posons :
GM 20M
= ——_l']"' =
(p) o s} &



¢l pet p
Ainsi :
it dT dr
\.'gﬂl_.l} |1 _%

On voit bien que lorsque P >T alors le temps relatif et le temps propre sont tres proches. En revanche
lorsque les valeurs se rapprochent le temps relatif augmente en forte proportion. Une singularité est
obtenue quand ils sont identiques. Cette singularité porte le nom d’horizon de Schwartzchild, lorsque
toute la mase est contenue dans cette horizon I'objet imaginé est appelé trou noir.

Pour une masse telle que celle de la terre, la densité de matiére serait telle que le rayon serait d’un peu
moins de 6 mm.

Les trous noirs sont des objets théoriques utilisés en astrophysique pour expliquer certains
comportements de I'univers. La vie d’une étoile par exemple est un incessant « combat » entre deux
grandes forces de la nature, les forces liées a la gravitation, qui tendent a tasser la matiere sur elle-
méme, et les forces nucléaires, la matiere se tasse et des réactions nucléaires se produisent produisant
une énergie colossale, la relation E=mc? I'exprime en partie. L’effondrement gravitationnel se produit
lorsque la pompe nucléaire n’arrive puis a compenser. Sous certaines conditions le résultat est un objet
de forte densité de masse, parmi ces objets, les trous noirs.



Conclusion

Tout au long de ce document nous avons produit quelques calculs mathématiques relativement
élémentaires. Pour aller plus loin il serait nécessaire de creuser d’avantage I'outil sur un plan conceptuel.
La théorie de la relativité générale par exemple demande a creuser davantage la notion de géométrie
différentielle et a se familiariser avec I'analyse tensorielle. D’autre part nous n’avons pas évoqué le
formalisme Hamiltonien de la mécanique ni les analogies structurelles au sens mathématique entre les
équations de Schrodinger de la mécanique quantique et celle de la mécanique classique, ni I'apport
important de la théorie des groupes dans la recherche d’intégrales premiéres (constantes du mouvement
—invariants). Nous avons aussi totalement occulté la thermodynamique et la physique nucléaire.

Nous avons tout de méme évoqué I'optique géométrique (et quelque part ondulatoire lors de notre

« escapade » du coté des lois de I'électromagnétisme), la mécanique, la relativité, I'électromagnétisme et
tres superficiellement la gravitation a partir d’un principe unique et commun de calculs de variations. La
physique moderne (relativité et mécanique quantique) est une avancée importante pour la connaissance,
non seulement sur le plan pratique, puis théorique, mais aussi car elle nécessite de penser la physique
différemment, de sortir des théories bien acquises, particulierement performantes mais approchées et
basée sur des concepts a revoir. Ce n’est pas en soit une révolution, le concept de révolution est parfois
douteux, c’est plutot une évolution car englobe les théories précédentes.

Cette légére introduction avait simplement pour objet d’évoquer, de maniere toutefois suffisamment
précise, que des pans de la physique pouvaient peu a peu devenir des chapitres des mathématiques.
Que si I'expérimentation donnait lieu a des équations puis des lois locales exprimées
mathématiquement, ces expressions ont une structure et qu’il est intéressant de comprendre, chercher
s’il n’existe pas des objets mathématiques fédérant ou plutot unifiant davantage les connaissances
objectives du monde physique.

Alors musicien amateur de guitare électrique, attentif a la modernité et a tous ces appareils fabuleux qui
délivrent en un simple click un gros son, comme sur le disque de x ou y. Si I'électronique numérique a
permit de porter I'informatique (algorithmique) a presque tous les niveaux, les progrés énormes en
micro électronique, en architecture des calculateurs et en physique des matériaux, les appareils qui en
résultent donnent parfois cette impression, ce sentiment d’étre un peu coupé du monde vrai. Au bout
d’un moment on peu se lasser, chercher autre chose, une simple basse branchée en direct sur un ampli,
une guitare branchée en direct sur un Marshall (@ non pas d’action chez jim), une belle lutherie, des
micros passifs de bonne qualité (une belle Gibson SG par exemple — ou LAG ARKANE ©)... et soi, collé a
I'instrument, ... pas trop quand méme, juste plus prét du son.

La physique mathématique est une trés belle représentation, mais un produit théorique, habitée
d’approximations multiples. Ainsi la substance d’un tel document n’enlévera jamais I'aspect pratique des
choses, I'alchimie de I'expérimentateur, de tous ses cahiers de notes, de cette fois qui I’'anime dans ses
tatonnements récursifs.

Raimon Panikkar : « Source de ce qui est, ce qui est et son dynamisme ».
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